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Bemerkungen zur Konvergenz der Reihen nach 
multiplikativen Funktionensystemen 
KÁROLY TANDORI 
1. Es sei (X , A, fi) ein Maßraum; die Klasse der ^-meßbaren, in X fast überall 
endlichen reellen Funktionen bezeichnen wir mit S(X). 
Ein System h = {hn(x)}~ von Funktionen h„(x)£S(X) ist ein Konvergenzsystem 
für l2 in E(£A), wenn jede Reihe 
(1) 2cnhn{x) 
n = 0 
mit c= {c„}~ £ /2 in E fast überall konvergiert. 
Das System h ist ein Konvergenzsystem dem Maß nach für l2, wenn die Reihe 
(1) im Falle c€/2 zu einer Funktion aus S(X) dem Maß nach konvergiert. 
Für das System h und für eine Menge E{£Ä) mit endlichem Maß setzen wir 
M E ) = { ¿ ( / / i „ W ^ ) 2 j 1 / 2 . 
Wir sagen, daß h die Eigenschaft B besitzt, wenn die folgende Bedingung erfüllt 
ist: für jede positive Zahl s und für jede meßbare Menge E(£A) mit endlichem 
Maß, gibt es eine meßbare Menge Fe(QE) derart, daß n(Fe)^fi(E)—s und 
Ah (Fe) < °° bestehen. 
Es sei / = { / „ ( * ) } r ein System von Funktionen aus S(X). Das Produktsystem 
= {«A„Wir v o n / definieren wir folgenderweise: es sei \J/0(x) = 1 (x£X) und für 
eine natürliche Zahl n mit der dyadischen Entwicklung «=2"1 + ...+2"m ( 0 s « 1 < . . . 
m 
...<Hm) setzen wir ^ „ ( * ) = / 7 /„,+i(*)-
i = 1 
Sei E(£A) von endlichem Maß ¡.i(E). Das System / heißt multiplikativ ortho-
gonal in E, wenn 
fij,tt(x)dn = 0 ( « = 1 , 2 , . . . ) , 
E 
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schwach multiplikativ in E, wenn 
n = 0 E 
und 2-schwach multiplikativ in E, wenn A ̂  (E) < gilt. Endlich heißt / fast 2-schwach 
multiplikativ, wenn das Produktsystem ip von / die Eigenschaft B besitzt. 
2. In dieser Note werden wir zuerst die folgende Behauptung beweisen: 
Sa tz I. Es sei (X, A, p) ein a-endlicher Maßraum. Ist f ein fast 2-schwach mul-
tiplikatives System, für welches | / „ ( x ) | s l (x£X; n = 1 ,2 , . . . ) gilt, so ist ip ein 
Konvergenzsystem für l2 in X. 
Der Satz I folgt leicht aus dem folgenden 
Sa t z A. Ist f ein 2-schwach multiplikatives System in der Menge E(£A) von 
endlichem Maß, für welches | /„ (x) | ^ 1 (x£X;n = 1,2, ...) gilt, so ist ij/ ein Konvergenz-
system für l2 in E. 
Diese Behauptung hat F . SCHIPP und H . TÜRNPU [5] bewiesen. (Siehe noch 
F . SCHIPP u n d H . TÜRNPU [4].) 
Beweis des Sa t ze s I. Auf Grund der cr-Endlichkeit gibt es eine Folge von 
paarweise disjunkten A-meßbaren Mengen mit endlichem Maß derart, daß U El = X i=i 
ist. Es sei e (>0) beliebig vorgegeben. Dann gibt es für jeden Index / eine -meßbare 
Menge Fe(l) derart, daß n(Ft(l))^n(El)-e!2l und A^FJl))^ ^ erfüllt sind. 
Nach dem Satz A ist ij/ ein Konvergenzsystem für l2 in Fe(l) (1=1,2, ...). Es sei 
f . = U F,( / ) .Da 
i=i 
u{X\Fe(l))si ¿/i(£,\F£(/)) <£ 
1=1 
gilt und e (>0) beliebig ist, folgt die Behauptung. 
3. Für eine Folge c= {c„}~£/2 setzen wir 
f ck, n = 2 " - 1 (k = 1 ,2 , . . . ) , 
fl»=1' = {0 sonst. 
Es ist klar, daß aO2- Ist M f e l , und / e i n 2-schwach multiplikatives System in E, 
für welches \f„(x)\^M n=\, 2, ...) gilt, dann ist {/„(x)/M}~ auch 2-schwach 
multiplikativ in E. Das Produktsystem des Systems {f„(x)/M}^ bezeichnen wir mit 
Dann gilt iptk_1(x)=fk(x)IM (k = l, 2, ...). Aus dem Satz A folgt also die 
folgende Behauptung: 
Sa t z B. Es sei E eine A-meßbare Menge von endlichem Maß. Ist f ein in E 
gleichmäßig beschränktes, 2-schwach multiplikatives System in E, dann ist f ein 
Konvergenzsystem für l2 in E. 
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Diese Behauptung haben G. ALEXITS und A . SHARMA [1] für in E multiplikativ 
orthogonale, dann G. ALEXITS [2] für in E schwach multiplikative Systeme und endlich 
F. SCHIPP und H . TÜRNPU [ 5 ] in E 2-schwach multiplikative Systeme sogar in etwas 
allgemeinerer Form bewiesen. 
In den Beweisen dieser Behauptungen spielt die gleichmäßige Beschränkheit 
von / eine wesentliche Rolle. Doch kann man sie auf gewisse nicht gleichmäßig, 
beschränkte Systeme übertragen. Es gilt nämlich der folgende Satz: 
Sa t z II. Es sei (X, A, ¡i) ein a-endlicher Maßraum, und F(x) eine in X fast überall 
endliche, A-meßbare, positive Funktion. Ist f ein fast 2-schwach multiplikatives System, 
für welches |/„(x)|S.F(x) (x£X\ n = 1 ,2 , . . . ) gilt, dann ist f ein Konvergenzsystem 
für P in X. 
Beweis des Sa t ze s II. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir 
F(x) § 1 (x^X) voraussetzen. 
Es sei {£[}" eine Folge von ^-meßbaren, paarweise disjunkten Mengen mit 
H(Ef)< oo3 und „ 
U Et = X. 
Wir setzen 1 = 1 
EliS = {x£Et; N s F(x) < iV+1} (N = 1,2, ...). 
Dann ist / m % 
^ M j ^ j . - O (/ = 1,2 , . . . ) . 
Es sei e (>0) beliebig vorgegeben. Dann gibt es eine A-meßbare Menge Fe(l, TV) 
mit fi{FB(l,N))^p(EliN)-eß'+N, und A^(Fe(l, TV))<~ (l, N= 1 ,2, . . . ) . 
Man setze 
FAD = U FE(l,N) ( / - 1 , 2 , . . . ) und Fe={jFE(l). 
N=1 ( = 1 
Dann ist ^ 
n{Fi\Fe(l)) = 2 n{EltN\Fe(l, N)) < £/2' (/ - 1, 2, ...), 
N=1 
und 
(2) ß(X\Fc) = 2 ß(Ei\Fs(l)) < 
1=1 
Nach dem Satz B ist / e i n Konvergenzsystem für /2 in Fe(l, TV) (/, TV= 1, 2, ...), somit 
ist / auch ein Konvergenzsystem für l2 in Fe. Da e(>0) beliebig war, folgt die 
Behauptung aus (2). 
4. Endlich werden wir zeigen, daß die fast 2-schwache Multiplikativität in 
gewissen Fällen eine natürliche Bedingung ist. 
Es seien im Folgenden X=(0, 1), A die Klasse der im Lebesgueschen Sinne meß-
baren Teilmengen von (0, 1), und ¡i das Lebesguesche Maß. 
Das System h ist fast orthonormiert, wenn es für jede positive Zahl e eine meßbare 
Menge Fe (^ (0 ,1 ) ) , eine positive Zahl M£ und ein in (0, 1) orthonormiertes System 
170 К. Tandori: Bemerkungen zur Konvergenz der Reihen 
ge={gn(E'> *)}" g'bt derart, daß die Beziehungen 1 - е und 
h„(x) = Meg„(e-,x) (x£Fe\ n = 0, 1, ...) 
bestehen. 
Wir beweisen zuerst den folgenden 
H i l f s s a t z . Ist h ein Konvergenzsystem dem Maß nach für l2, dann besitzt h die 
Eigenschaft B. 
Ist nämlich h ein Konvergenzsystem dem Maß nach für l2, dann ist nach einem 
Satz von E. M. NIKISCHIN [3] h fast orthonormiert. Es sei e (>0) beliebig, und 
E( Q (0, 1)) eine meßbare Menge. Es seien Fe, Me, gt wie in der Definition der fast 
Orthonormalität. Es sei ferner He=Ef]Fe. Dann ist ц(Не)^ц(Е)—е, und auf 
Grund der Besseischen Ungleichung: 
A2h(He) = М?АЦНе) == М?ц(Нг) =s Ml 
Aus dem Hilfssatz bekommen wir die folgenden Sätze unmittelbar. 
Sa t z III. Ist das Produktsystem ф des Systems f in (0, 1) ein Konvergenzsystem 
für l2 (oder nur ein Konvergenzsystem dem Maß nach für l2), dann ist f fast 
2-schwach multiplikativ. 
S a t z IV. Es sei f ein 2-schwach multiplikatives System in (0, 1), für welches 
I /„(*)!Sl (0, 1); « = 1 , 2, ...) gilt. Dann ist f fast 2-schwach multiplikativ. 
Wir erwähnen noch eine unmittelbare Folgerung, die zeigt, warum die Produkt-
systeme „gut" sind. 
Sa t z V. Ist ф das Produktsystem eines Systems f mit [ /„(x) |^ 1 (x€(0, 1); n = 
= 1,2, ...), dann ist eine der notwendigen Bedingungen (nämlich die Eigenschaft B) 
für die Maßkonvergenz aller Reihen 
(3) ¿ с Ж М (c£l2) 
n = 0 
auch hinreichend defür, dass alle Reihen (3) in (0, 1) fast überall konvergieren. 
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